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1. Matrizen

1.1. Definition und Charakterisierung von Matrizen

Eine m X n — Matrix ist eine rechteckige Anordnung von m-n (m,n € N) Elementen aij, im
Schulkontext meist reelle Zahlen a;j € R, und sieht folgendermaBen aus:

a1 Q12 0 Qan
A1 Az - Oz
A= (aij)lsism = : : . :
1<jsn
Am1 Am2 *° Amn

Die Elemente werden in m Zeilen und n Spalten angeordnet. Der Platz der einzelnen Elemente a;;
in der Matrix wird durch den Zeilenindex i und den Spaltenindex j eindeutig festgelegt — a;; ist das
Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix. Die Elemente der Matrix nennt man auch
Eintrage der Matrix.

0 Beispiel: Der Eintrag a3, ist in der Matrix in der dritten Zeile an siebter Stelle.

Firn = m heiBt eine Matrix

ai1 Q12 = Qipn
a1 Az - dzpn
A= (aij)lsisn = : : . :
1<jsn
ap1 Qp2 *° Qppn
eine quadratische Matrix.
Furm = 1 erhalt man die 1 X n — Matrix
A= (al-j) i=1 = (11 Q12 " Qqp)
1<sjs<n
Furn = 1 erhalt man die m X 1 — Matrix
a1

A= (aij)lsism = a:21
j=1

am1

Die 1 X n—Matrix und m X 1 —Matrix werden haufig als Vektoren bezeichnet.

1.2. Anwendungen von Matrizen

Im Lehrplan fur den Vertiefungskurs werden Matrizen sowohl in innermathematischen
Situationen als auch in anwendungsbezogenen Kontexten thematisiert. Im Folgenden soll
deshalb eine (kleine) Auswahl von Beispielen fir inner- und auBermathematische
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Anwendungsmoglichkeiten von Matrizen dargestellt werden, welche sich im Lehrplan
wiederfinden.

1.2.1. Innermathematische Verwendung von Matrizen -
Gleichungssysteme

Das Losen linearer Gleichungssysteme ist eine aus der Mittelstufe wohlbekannte Thematik. Im
Vertiefungskurs wird nun ein effizientes neues Verfahren erlernt, um lineare Gleichungssysteme
mithilfe von Matrizen darzustellen und zu losen.

X1
Ist A die Matrix, die sich aus den Koeffizienten des linearen Gleichungssystems ergibt, x = <xz>

Beispiel: Gegeben ist folgendes lineares Gleichungssystem mit drei Unbekannten:
2:x1+3x,+1-x3=19
1'%y +1-x,+3x3=16
1-x,+3x3=11

Dieses gegebene lineare Gleichungssystem kann folgendermaBen mit Hilfe von Matrizen

dargestellt werden:
2 3 1 X1 19
1 1 3| |*]=(16
0 1 3 X3 11

Hierbei sind in den Spalten die Koeffizienten der entsprechenden Variablen (1. Spalte: x4,
2. Spalte: x,, 3. Spalte: x3) enthalten, die Zeilen beziehen sich auf die einzelnen
Gleichungen (1. Zeile: 1. Gleichung, 2. Zeile: 2. Gleichung, 3. Zeile: 3. Gleichung). Der
Ldsungsvektor setzt sich aus den drei Losungen der Gleichungen zusammen.

X3

der Vektor der Unbekannten und b der Ldsungsvektor, so ergibt sich die folgende formale
Schreibweise eines linearen Gleichungssystems: A - x = b.

Durch die Darstellung als Matrix konnen linearen Gleichungssysteme mit Hilfe des GauB-
Algorithmus gelost werden.

Im Lehrplan fur den Vertiefungskurs Mathematik findet sich die Darstellung von
linearen Gleichungssystemen mit Hilfe von Matrizen, sowie die Losung derer mit dem
GauB-Algorithmus:

»Die Schilerinnen und Schiler notieren lineare Gleichungssysteme mithilfe von
Matrizen und Vektoren (z. B. bei der Bestimmung des Terms einer quadratischen
Funktion aus den Koordinaten dreier Parabelpunkte) und l6sen diese mithilfe des GauB-
Algorithmus.“’

" https://www.lehrplanplus.bayern.de/fachlehrplan/gymnasium/12/mathematik/vertieft
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1.2.2. Anwendungsbezogenen Verwendung von Matrizen

1.2.2.1.  Kundenwanderungen und Populationsdynamik
In Anwendungskontexten kénnen beispielsweise Kundenwanderungen und
Populationsdynamiken mithilfe von Matrizen dargestellt werden.

Beispiel®: Es gibt zwei Restaurants A und B in einer Stadt. Pro Monat wandern 30 % der
Stammgaste von A zu B, wahrend 40 % von B zu Awechseln. Diese Kundenbewegung kann
durch die folgende Matrix dargestellt werden:

von

A B
A/0,7 04
nach 5(0,3 0,6)

Im Lehrplan fur den Vertiefungskurs Mathematik findet sich die Darstellung von
.= Kundenbewegungen mit Hilfe von Matrizen:

,Die Schiilerinnen und Schiiler beschreiben einstufige Ubergangsprozesse (z.B.
Wechselverhalten von Kunden, Populationsentwicklung) mithilfe von linearen
Gleichungssystemen, Ubergangsgraphen, Tabellen und Ubergangsmatrizen und
wandeln die verschiedenen Darstellungen flexibel ineinander um. Sie interpretieren
Eintrage von Ubergangsmatrizen im Sachzusammenhang.“

1.2.2.2. Glucks- und Gesellschaftsspiele
Spielzige in Glucks- und Gesellschaftsspielen konnen mit Hilfe von Matrizen dargestellt werden.

Beispiel: Eine Mlinze wird geworfen. Ziel ist es, Kopf zu werfen. Hat man Kopf geworfen,
so ist das Spiel zu Ende. Hat man Zahl geworfen, so wirft man die Munze erneut. Ein
Spielzug kann durch folgende Matrix beschrieben werden:

von
nach z %)'5 OK
K (0,5 1)

=—1 Die Darstellung von Spielziigen in Glicks- und Gesellschaftsspielen sowie die
. Berechnungvon beispielsweise Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten mit Hilfe von
Matrizen ist ebenfalls Teil des Moduls ,,Matrizen“ im Vertiefungskurs Mathematik:

»Die Schiilerinnen und Schiiler berechnen fiir Ubergangsprozesse mit absorbierenden
Zustanden (z.B. bei Glicksspielen) Absorptionswahrscheinlichkeiten [...]
naherungsweise durch mehrfache Hintereinanderausfuhrung [...].“

2 Beispiel angelehnt an Distel, B. (2024), Fundamente der Mathematik — 12 Vertiefungskurs, S.58
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Im Rahmen von diesem Skript wird die Anwendung von Matrizen, genauer Ubergangsmatrizen, zur
Beschreibung von Spielzugen in Glucks- und Gesellschaftsspielen sowie zur Durchfuhrung dabei
moglicher Berechnungen fokussiert. Im Folgenden wird anhand des Spiels ,,Matropoly®,
angelehnt an ein bekanntes Gesellschaftsspiel, das Thema der Ubergangsprozesse sowie
Ubergangsmatrizen (mit absorbierenden Zustanden) theoretisch dargestellt.

Das Spiel ,,Matropoly*

In Anlehnung an das bekannte Gesellschaftsspiel liegt folgendes Spielfeld vor:

ZU BESUCH
FREI

o« M =
2 | cEFiNGNIS o e
i PARKEN
GEHE IN DAS

LOS GEFANGNIS

&
Die Spielregeln:
Gewdrfelt wird mit einem normalen Wurfel (Augenzahlen 1 — 6) und die Spielfigur darf jeweils
um die gewdurfelte Augenzahl im Uhrzeigersinn vorrucken. Auf das Spielfeld ,,Im Gefangnis“
kommt man nur Uber das ,Gehe in das Gefangnis“-Feld. Ist man einmal auf dem Spielfeld ,,Im
Gefangnis® kann dieses nicht mehr verlassen werden. Eine Aktion, die auf dem Spielbrett
beschrieben ist muss nur ausgefuhrt werden, wenn die Spielfigur direkt auf dem
entsprechenden Spielfeld landet, jedoch nicht, wenn man auf einem Spielfeld startet oder
Uber dieses hinweg zieht.

Dabei wollen wir zunachst die verschiedenen Zustande betrachten, die ein Spieler bei
»Matropoly“ einnehmen kann, und diese mit Vektoren darstellen (Kapitel 2). AnschlieBend
kénnen wir die Wahrscheinlichkeiten fiir Ubergange zwischen den Spielzustanden mithilfe von
Matrizen beschreiben (Kapitel 3-9).

2.Zustande und Zustandsvektoren

Ein Zustand ist eine zu einem bestimmten Zeitpunkt vorliegende Situation in einem dynamischen
System.

Zustande bei Glucks- oder Gesellschaftsspielen sind beispielsweise Positionen auf Spielfeldern,
Guthaben oder geworfene Wirfelkombinationen.

0 Beispiel: Die Zustdnde in dem Spiel Matropoly geben an, auf welchen der einzelnen
Spielfelder ,,Los“, ,,Nur zu Besuch®, ,Frei Parken® und ,Im Gefangnis“, eine Spielfigur
stehen kann. Da eine Spielfigur nicht auf dem Spielfeld ,,Gehe in das Gefangnis“ stehen
bleibt, sondern von dort direkt auf das Feld ,,Im Gefangnis® zieht, ist die Position auf dem
»Gehe in das Gefangnis“-Feld kein Zustand des Spiels.
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Man kann Zustande mit Hilfe von Vektoren, sogenannten Zustandsvektoren beschreiben. Im Fall
von bspw. Kundenbewegungen oder Populationsdynamiken enthalten die Zustandsvektoren
Kunden bzw. Bevdlkerungsanzahlen zu einem bestimmten Zeitpunkt. Im Fall von Glucks- und
Gesellschaftsspielen enthalten die Zustandsvektoren Wahrscheinlichkeiten flr den Zustand.
Dabei kann zwischen probabilistischen und deterministischen Zustandsvektoren unterschieden
werden. Im probabilistischen Fall kann nicht exakt bestimmt werden, welcher Zustand besteht.
Der Zustandsvektor enthalt die entsprechenden verschiedenen Wahrscheinlichkeiten. Im
deterministischen Fall tritt genau ein Zustand ein, der exakt bestimmt werden kann. Der
Zustandsvektor enthalt ebenfalls die Wahrscheinlichkeiten, die jedoch in diesem speziellen Fall
0 (nicht eingetretener Zustand) bzw. 1 (eingetretener Zustand) sind.

0 Beispiele

Kundenbewegung:

Restaurant A hat 300 Stammgéaste und Restaurant B hat 120 Stammgaste. Dann kann der
Startzustand mit folgendem Vektor beschrieben werden:

= (10)

Glicks- und Gesellschaftsspiele:

Die Zustdnde nach einem Wourfelwurf kénnen mit Hilfe eines probabilistischen
Zustandsvektors beschrieben werden, da diese nicht exakt vorhersagbar sind, sondern
nur durch Wahrscheinlichkeiten beschrieben werden kénnen. Der Zustand nach einem
einfachen Wurfelwurf mit einem Wirfel kann zum Beispiel mit folgendem Zustandsvektor

beschrieben werden, da jede Augenzahl mit der Wahrscheinlichkeit von % auftritt

Zw

NP RO FRPOIRPOI RO R

Die Zustande des Spiels Matropoly zu Beginn eines Spielzugs konnen mit Hilfe von
deterministischen Zustandsvektoren beschrieben werden, da die Spielfigur mit
Wahrscheinlichkeit 1 auf genau einem Feld steht. In den Zustandsvektor schreibt man an
diejenige Position eine 1, auf der eine Spielfigur steht. Die anderen Eintrage sind 0. Der
obere Eintrag stellt das Spielfeld ,,Los“ dar und die darunterliegenden beschreiben die im
Uhrzeigersinn liegenden Spielfelder. Der folgende Vektor beschreibt den Zustand, dass die
Spielfigur auf dem Feld ,,Nur zu Besuch“ steht:
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Zy = 1
N7l
0

3. Ubergangsprozesse

3.1. Definition und Charakterisierung von Ubergangsprozessen

Veranderungen von Zustanden in Abhangigkeit der Zeit (z.B. Anteile, Gesamtzahlen, Guthaben,
Spielpositionen) kénnen mit Hilfe von Ubergangsprozessen dargestellt werden. Hierbei werden
neben den beiden Zustanden (Start- und Zielzustand) auch die Wahrscheinlichkeit, von dem
einen in den anderen Zustand Uberzugehen, angegeben.

Beispiel: Ubergangsprozesse in dem Spiel Matropoly beschreiben die Bewegung einer
Spielfigur von einem Spielfeld auf ein anderes Spielfeld pro Spielzug sowie die
dazugehérige Wahrscheinlichkeit. Der Ubergang einer Spielfigur vom Spielfeld ,,Los“ zum

Spielfeld ,,Frei Parken®“ kann entweder durch eine gewurfelte 2 oder 6, insgesamt also mit
einer Wahrscheinlichkeit von %—k% = § erfolgen. Der Ubergangsprozess, der diese
Spielsituation beschreibt, ist demnach

1

Los -> Frei Parken

3.2. Darstellung von Ubergangsprozessen

Ubergangsprozesse kénnen mit Hilfe von Beschreibungen der Spielsituationen,
Ubergangsgraphen, Tabellen oder Ubergangsmatrizen dargestellt werden.

0 Beispiel: Zur erleichterten Darstellung der moglichen Ubergangsprozesse bei Matropoly,
werden zunachst die einzelnen Zustande des Spiels nummeriert:

ZU BESUCH

FREI

M a‘

GEFANGNIS

® (@ K

NUR

PARKEN

GEHE IN DAS

LOS GEFANGNIS

&

O

Beschreibung von Spielsituationen: siehe Beispiel in Kapitel 3.1.



Julius-Maximilians- I
A Lehrstuhl fiir Mathematik V — Didaktik der Mathematik
UN IVERSITAT Prof. Dr. Hans-Stefan Siller ( d m uw

WU RZ B U RG Fortbildung zum Vertiefungskurs in der gymnasialen Oberstufe — Matrizen DIDAKTIK DER MATHEMATIK

w J

Ubergangsgraph:

R =

1
6

W =

‘@ ®’

=
[XTSY

@
@

Tabellen:
von
1 2 3 4
1 1 L I
6 6 3
2 1 l 1 0
3 6 6
nach
3 1 l l 0
3 3 6
4 1 — — 1
6
.. ) von
Ubergangsmatrix:
1 1 1 0
6 6 3
1 1 1
366"
A= 1 1 1 . nach
3 3 6
1 1 1 N
6 3 3

Ubergangsmatrizen sind quadratische Matrizen, deren Eintrdge die Wahrscheinlichkeiten der
Ubergange zwischen den verschiedenen Zustanden enthalten. Die Zeilen- oder Spaltensumme
von Ubergangsmatrizen muss 1 ergeben. Aufgrund der oben festgelegten Darstellung von
Ubergangsmatrizen, istin unserem Fallimmer die Spaltensumme 1.

Die Leserichtung der Matrizen ist analog wie die, die in der Tabelle verwendet wird: Der
Spaltenindex gibt die Startposition und der Zeilenindex die Zielposition an.
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Beispiel: Der Eintrag a,; enthalt die Ubergangswahrscheinlichkeit einer Spielfigur von
dem Startfeld ,,Los“ zum Zielfeld ,,Nur zu Besuch®.

4. Multiplikation von Matrizen und Vektoren

4.1. Innermathematisch: Funktionsweise

Eine Matrix-Vektor-Multiplikation kann nur dann durchgefiihrt werden, wenn die Spaltenanzahl
einer Matrix mit der Zeilenanzahl eines Vektors ubereinstimmt. Dann gilt:

a1 Azt A X1 A1 X1t A Xy + o+ A Xy
A-x=| G2t G2z v Gan | (X2} [ Gpp7 Xy dgptXp ket dont X
Am1 Amz  ° Amn Xn A" X1+ Az "X+ + Ay " Xy

12\ . (1-2+2-3 8
A-x=(3 4)-(3)=<3-2+4-3>=<18>
5 6 52463 28

2 3 1 xl 2'x1+3'x2+1'x3
B-x=<1 1 3)-<x2):<1-x1+1-x2+3-x3>
0 1 3 X3 O-xy+1-x,+3"x3

4.2. AuBermathematisch: Bedeutung bei Glucks- und
Gesellschaftsspielen

Durch die Multiplikation von Ubergangsmatrizen mit Zustandsvektoren erhalt man einen neuen
Zustandsvektor, der den Zustand nach einer Zeiteinheit beschreibt. Im Kontext von Gliicks- und
Gesellschaftsspielen ist dies ein Vektor, der die Wahrscheinlichkeiten angibt, von dem
Startzustand zu einem neuen Zustand zu gelangen.

0 Beispiel: Um im Spiel Matropoly die Wahrscheinlichkeiten der Ubergénge ausgehend vom
Feld "Frei Parken“ zu erhalten, multipliziert man die Ubergangsmatrix mit dem
Zustandsvektor fur die Spielposition 3:

1110 1
6 6 3 3
11100 1

A.5.—|3 6 6 0l_16

F11101 1
3 3 6 0 6
\111 1
___1 —
6 3 3 3



Julius-Maximilians- I
A Lehrstuhl fiir Mathematik V — Didaktik der Mathematik
UN--IVERSITAT Prof. Dr. Hans-Stefan Siller ( d m uw
WU RZ B U RG Fortbildung zum Vertiefungskurs in der gymnasialen Oberstufe — Matrizen DIDAKTIK DER MATHEMATIK

w J

Der Losungsvektor dieser Matrix-Vektor-Multiplikation enthalt die Wahrscheinlichkeiten
ausgehend vom Feld ,Frei Parken“ die Felder ,Los“ (Eintrag 1), ,,Nur zu Besuch® (Eintrag
2), ,,Frei Parken“ (Eintrag 3) oder ,,Im Gefangnis“ (Eintrag 4) zu erreichen.

Sind die Zustandsvektoren Einheitsvektoren (ein Eintrag ist 1 und die anderen Eintrage sind 0) mit
einer 1 an der i-ten Stelle, so entspricht der Losungsvektor der Matrix-Vektor-Multiplikation der i-
ten Spalte der Ubergangsmatrix.

5. Multiplikation von Matrizen

5.1. Innermathematisch: Funktionsweise

Eine Matrix-Matrix-Multiplikation kann durchgefuhrt werden, wenn die Spaltenanzahl der ersten
Matrix mit der Zeilenanzahl der zweiten Matrix Ubereinstimmt. Dann gilt:

A1 Gzt Qg byy by -+ by
a a ces a b b vee b
A-B= (aij)lsism : (bij)isisn = :21 :22 . ?n ' ?1 :22 . :Zr
1<jsn 1<js<r . : :
An1 Amz " Amn by, by, -+ by
Qq1 by +agp by + ot Qg by A1 *bip+ @y by + o+ Ay byt Qg by Ay by o+ Ayt by
_| @21 bintaz byt oty by Gt byt Ay byt ey by Gppt by +Ggp by e+ Ao by
A1 " b1y + Qo " by + o+ Ay *bpy Qg " bip + A "bpp + o+ A " brz Qg byt Gyt by o Ay by

o Beispiel:
1 Ly 11423 1:242-4 7 10
Ax = 4 -(3 4)= 1443 3-2+4-4)=[15 22

5 6 5:1+6-3 5:-2+6-4 23 34

Das n-fache Potenzieren von Matrizen entspricht der n-fachen Multiplikation der entsprechenden
Matrix.

5.2. AuBermathematisch: Bedeutung bei Glucks- und
Gesellschaftsspielen

Die Matrix-Matrix-Multiplikation kommt im Kontext von Glucks- und Gesellschaftsspielen bei der
Potenzierung von Ubergangsmatrizen vor. Durch die n-fache Potenzierung von
Ubergangsmatrizen ergibt sich eine neue Ubergangsmatrix, die die Wahrscheinlichkeit fiir
Ubergange zwischen den entsprechenden Zustanden nach n Spielrunden enthalt.

Beispiel: In dem Spiel Matropoly enthélt die Matrix A3die Ubergangswahrscheinlichkeiten
zwischen den einzelnen Spielfeldern nach drei Spielrunden. Es gilt:
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. 7.
Der Eintrag as, = gibt an, dass

29 23 25

216 216 216

7 23 23

43— | 54 216 216
17 7 29

108 54 216

125 71 139

216 108 216

die Spielfigur nach drei Spielrunden mit einer

Wahrscheinlichkeit von é ~ 12,96 % ausgehend von dem Feld ,,Nur zu Besuch“ auf dem

Feld ,,Frei Parken“ zum Stehen kommt.

Durch die Multiplikation von n-fach potenzierten Ubergangsmatrizen mit einem entsprechenden
Zustandsvektor erhalt man im Kontext von Gliicks- und Gesellschaftsspielen einen Vektor, der die
Wahrscheinlichkeiten angibt, in n Spielzligen von dem Startzustand zu einem neuen Zustand zu

gelangen.

Beispiel: Méchte man im Spiel Matropoly die Wahrscheinlichkeiten der Ubergénge nach
drei Spielrunden ausgehend vom Feld "Los*, so multipliziert man die dreifach potenzierte
Ubergangsmatrix mit dem Zustandsvektor fiir die Spielposition 1:

3., —
A° -z, =

29 23 25
216 216 216
7 23 23
54 216 216
17 7 29
108 54 216
125 71 139
216 108 216

O O O R

29

216
7

54
17

108
125

216

Der Losungsvektor dieser Matrixvektormultiplikation enthalt die Wahrscheinlichkeiten
ausgehend vom Feld ,,Los” die Felder ,,Los“ (Eintrag 1), ,,Nur zu Besuch“ (Eintrag 2), ,,Frei
Parken“ (Eintrag 3) oder ,,im Gefangnis“ (Eintrag 4) nach drei Spielrunden zu erreichen.

als Startpositionen.

Beispiel fiir Fragestellung: Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten,
Spielrunden im Gefangnis gelandet zu sein. Betrachten Sie dabei unterschiedliche Felder

nach drei

Loésung: Die geforderten Wahrscheinlichkeiten konnen folgendermaBen berechnet

werden:

— 43.
P3x = A% - 2y

Die Wahrscheinlichkeit, im Gefangnis zu landen, steht im Ergebnisvektor im untersten
Eintrag und kann dort abgelesen werden.

Fall 1: Startposition ,,Los*“:

(amuw

DIDAKTIK DER MATHEMATIK
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29 23 25 0 29
216 216 216 216
7 23 23 0 1 7
_ 3., —| 54 216 216 0)_| 54
P3L Tlo7o29 | 17
108 54 216 0 108
125 71 139 1 125
216 108 216 216

Fall 2: Startposition ,,Nur zu Besuch“:

29 23 25 0 23
216 216 216 216
7 23 23 0 0 23
434 ——| 54 216 216 (1)_1 216
Psn =47 XN ==1 17 7 29 o \o =l 7
108 54 216 0 54
125 71 139 1/ 71/
216 108 216 108
Fall 3: Startposition ,,Frei Parken“:
29 23 25 0 25
216 216 216 216
7 23 23 0 0 23
—A3.,.=| 54 216 216 0 216
P3F F 177 29 |'\1 29
108 54 216 0 216
125 71 139 ) 139
216 108 216 216
Fall 4: Startposition ,,Im Gefangnis“:
29 23 25 0
216 216 216
7 23 23 0 0 0
_a3.. _| 54 216 216 o (o
P3g =A X =| 37, "7 59 .| \o =10
108 54 216 1 1
125 71 139 )
216 108 216

6. Absorbierende Zustande

(amuw

DIDAKTIK DER MATHEMATIK

Absorbierende Zustande sind Zustande in dynamischen Prozessen, die sich nicht mehr andern
und nicht wieder verlassen werden konnen. Die Existenz von absorbierenden Zustanden sieht

man folgendermafen:
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e Indem Ubergangsgraphen gibt es einen Zustand, der nur in sich selbst Gibergeht.
e In der Ubergangsmatrix gibt es eine Spalte, die genau eine 1 (Wahrscheinlichkeit, in
diesem Zustand zu bleiben) auf der Hauptdiagonalen und sonst nur 0 enthalt.

0 Beispiel: In dem Spiel Matropoly ist das Stehen auf dem Feld ,Im Gefangnis“ der
absorbierende Zustand, da man dieses Spielfeld nicht mehr verlassen kann, wenn man es
einmal erreicht hat — egal welche Augenzahl man wurfelt.

Dies erkennt man in der Ubergangsmatrix anhand der vierten Spalte, die zeigt, dass die
Wahrscheinlichkeiten von Feld ,Im Gefangnis“ zum Feld ,,Im Gefangnis“ zu gelangen, 1
betragt, wahrend die Wahrscheinlichkeiten, von diesem Feld auf ein anderes Feld zu
gelangen, 0 betragen.

7. Fixvektoren

Ein Fixvektor x einer Matrix A ist ein vom Nullvektor verschiedener Vektor, der sich bei
Multiplikation mit einer Matrix nicht verandert. Es gilt also:

Ax=x

Demnach ist ein Fixvektor in Bezug auf Ubergangsmatrizen ein Zustandsvektor, der einen Zustand
beschreibt, der ,fest” ist, sich also durch einen Ubergangsprozess nicht andert.

Der Zustandsvektor, der einen absorbierenden Zustand beschreibt, ist immer ein Fixvektor einer
Ubergangsmatrix. Die andere Richtung gilt jedoch nicht immer!

0 Beispiel: In dem Spiel Matropoly ist der folgende Zustandsvektor ein Fixvektor:

0
_lo
ZG—O
1
denn
1110
6 6 3
11100 0
A-2.=|3 6 6 0)_|[0
611100 0
3 3 6 1 1
\1111/
6 3 3

Im Allgemeinen lassen sich Fixvektoren Uber ein lineares Gleichungssystem ermitteln:
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i1 Qi Qgp X1 11Xyt A Xyt -+ A Xy X1
A-x=| B2t G2 7 Gan | (X2 ) [ G217 Xy F A Xp et Aon Xy | _ [ X2
Am1 Qmz  *° Qqn Xn A1 X1+ AQpp " Xo + -+ Q. " Xy Xn

8. Exkurs: Transponierte Matrizen

8.1. Innermathematische Definition

Gegeben sei eine Matrix A mit

a1 Q12 Qip
Az1  Qpz -+ Qzn
A= (aij)lsiSm = : : . .
1<jsn
An1 Am2 ° AOmn
dann heiBt die Matrix
a1 Q21 Gma
a a cee a
T _ _ 12 22 m2
Al = (aji)lsjsn = : . :
1<ism
Ain Q22 " Qmp

die transponierte Matrix zu A.

Die Matrix AT ergibt sich, wenn man die Zeilen und Spalten der Matrix vertauscht (1. Zeile wird 1.
Spalte usw.). Man erhalt die transponierte Matrix durch Spiegelung einer Matrix an der
Hauptdiagonalen.

0 Beispiel: Sei A = (1 2). Dann ist die Matrix AT = (

1 3\ .. . .
3 4 )dletransponlerteMatrlxzuA.

2 4

Fir eine m X n —Matrix A und eine n X r — Matrix B gilt:
(A-B)T =BT - AT
8.2. AuBermathematisch: Bedeutung bei Glucks- und
Gesellschaftsspielen

Anwendungsbeispiel transponierte Matrizen: siehe Arbeitsblatt ,,Matropoly II“, Aufgabe 7.

9. Exkurs: Grenzmatrizen

9.1. Innermathematische Definition

Unter gewissen Voraussetzungen konvergieren die Matrixpotenzen einer Matrix A gegen eine
Grenzmatrix G. Dann gilt:

lim A" = G

n—oo
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Die Konvergenz von Matrixpotenzen ist haufig kompliziert zu beweisen, kann aber mit Hilfe von
GeoGebra oder anderen digitalen Hilfsmittel gut veranschaulicht werden.

0,7 01 0,1
0 Beispiel®: Die Potenz der Matrix A = <O,1 0,7 0,1> konvergiert gegen die Grenzmatrix

02 02 08
0,25 0,25 0,25
G = <0,25 0,25 0,25). Es gilt:

05 05 0,5
0,7 01 01\" /025 0,25 0,25
lim (0,1 0,7 0,1) :(0,25 0,25 0,25>
\0,2 0,2 0,8 05 05 05

9.2. AuBermathematisch: Bedeutung bei Glucks- und
Gesellschaftsspielen

Anwendungsbeispiel transponierte Matrizen: siehe Arbeitsblatt ,,Schlangen und Leitern mit
Ubergangsmatrizen®, Zusatzaufgabe.

10. Digitale Implementierung von Matrizen

Matrizen kdnnen am einfachsten mit Word, Lalex oder GeoGebra dargestellt werden. Die
Schreibweise in den einzelnen Programmen ist die Folgende:

Word:

Matrizen kdnnen eingefugt werden Uber ,,EinfiUgen > Formel > Unicode®“ und dann folgenden
Code:

(| matrix(&@&))

Hierbei wird durch das &-Zeichen eine neue Spalte eingefligt und durch das @-Zeichen eine neue
Zeile.

Beispiel: Eine 3 X 4 — Matrix kann Uber folgenden Code in Word eingefligt werden:
(\matrix(&&@& &A@ &&@&&))

LaTex:
Der LaTex-Code fur eine Matrix lautet

(\begin{matrix}&\\&\\ \end{matrix})

3 Beispiel angelehnt an Distel, B. (2024), Fundamente der Mathematik — 12 Vertiefungskurs, S.74



Julius-Maximilians- I
A Lehrstuhl fiir Mathematik V — Didaktik der Mathematik
UN--IVERSITAT Prof. Dr. Hans-Stefan Siller ( d m uw
WU RZ B U RG Fortbildung zum Vertiefungskurs in der gymnasialen Oberstufe — Matrizen \-"'“Ai"’[’i“ MATHEMATIK

Hierbei wird der Beginn und das Ende einer Matrix durch begin{matrix} und end{matrix}
gekennzeichnet. Das &-Zeichen flgt eine neue Spalte hinzu und das \\-Zeichen eine neue Zeile.

Beispiel: Eine 3 X4 - Matrix kann Uber folgenden LaTlex-Code generiert werden:
(\begin{matrix}&&\\&&\\&&\\&&\\ \end{matrix})

GeoGebra:
In GeoGebra kann eine Matrix auf zwei Wegen eingefligt werden:

1. Direkt durch folgende Schreibweise:

{{xx}{xx}}

Hierbei wird durch die auBere eckige Klammer die Matrix festgelegt. Durch die inneren
eckigen Klammern werden die Zeilen festgelegt und durch die Anzahl der Eintrage in den
inneren eckigen Klammern die Spalten.

Beispiel: Eine 3 X 4 — Matrix kann in GeoGebra folgendermafBen generiert werden:
{06 %X %X, X%, X, XE %, X, X

2. Uber die Tabellenkalkulation:
a. Tabellenkalkulation in GeoGebra 6ffnen
b. Matrix eingeben (siehe Abbildung)
c. Rechtklick > Erzeugen > Matrix
Hinweis: Die Eintrage der Matrix andern sich anschlieBend automatisch, wenn sie in der
Tabelle geandert werden.
A B C D E F G H J

1 2 4 |
0.66667 5 :

A1:C2

Kopieren

Einfigen

QN A W=

Ausschneiden

Objekts loschen

[=]

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

Erzeugen 4 Liste

Beschriftung anzeigen .~  Liste von Punkten

Werte in Tabelle eintragen Matrix
Tabelle

O B0 + mXTO

Eigenschaften
Polygonzug

Hinweis: Die LaTex-Schreibweise kann auch in GeoGebra verwendet werden.

11. Kriterien fur Glucks- und Gesellschaftsspiele

Folgende Kriterien mussen fur Glucks- und Gesellschaftsspiele gelten, damit diese fur die
Bearbeitungen mittels Ubergangsprozessen und -matrizen im Rahmen des Vertiefungskurses
geeignet sind:
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e Nicht zuviele Zustande (oder man reduziert kiinstlich)

e Klar definierte Zustande (die man mit Zahlen ausdrtcken kann)

e Nicht zu viele mégliche Ubergange

e Ubergénge hangen nur von dem jeweiligen Spielzug ab und nicht von vorherigen
e Nur Zufall bestimmt das Spiel (oder man nimmt eine bestimmte Strategie an)

e Die Spieler interagieren nicht miteinander



